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1 Avant Propos

Ce document présente quelques méthodes de base concernant les algorithmes d’optimisation
utilisés pour comparer une loi, un modéle a des mesures expérimentales. Cette approche de com-
paraison théorie/mesures dans le but d’identifier des paramétres physiques est au coeur du propos
de ce document. Toutes les méthodes exposées ici sont dites d’optimisation sans contraintes. Nous
ne traiterons que le cas des fonctions quadratiques telle que définies par les moindres carrés.
Nous nous intéressons tout d’abord aux problémes linéaires, puis pour les lois/modeles plus com-
pliqués, et donc trés souvent non linéaires, nous aborderons les méthodes de plus grandes pente
de de gradients conjugués.

2 Meéthode des moindres carrés

2.1 Démonstration

Dans cet exemple, nous nous intéressons aux lois polynomiales du type :

o
y=> ana" (1)
n=0

Le but est de rechercher 'ensemble des coefficients a,, connaissant les valeurs § mesurées a diffé-

rentes coordonnées z. L'écart entre cette mesure et la loi y s’écrit :
N
J =2 () — yla))? (2)
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Ecrit sous forme matricielle, la relation 2 devient :

1 -
J=5IY=Y|* (3)

Ou Y = [§(x1)f(z2)....75(z,)]" est le vecteur contenant les mesures. La relation 1 peut elle aussi
s’écrire sous forme matricielle, ce qui donne :

Y = [X.(8) (4)
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Lobjectif est ici de trouver les valeurs des coefficients a et b connaissant la relation 4 et des
mesures Y. Les valeurs de a et b sont celles qui parviendront & minimiser J qui est I'écart entre la
loi et les mesures, et donc a minimiser la relation 2. Autrement dit, nous cherchons :

Argmin(J) =0 (5)



Dans le cas des moindres carrés, cette relation est vérifiée lorsque le gradient de J par rapport au
vecteur paramétre 3 est nulle. Il s’écrit de la maniere suivante :

Vg = 0 (6)
VIV = XLB)E = 0 )
XTIV - XL = 0 ®

Ce qui permet d’expliciter directement la valeur du vecteur 3 telle que :

B =X X ~LXT.yY] 9)

2.2 Exemple avec un polynéme d’ordre 1

Soit la loi suivante :
y=ax+b=I[X.(8) (10)

Nous recherchons les coefficients a et b qui permette de minimiser I'écart quadratique entre la
relation 10 et les mesures de la figure (7). Nous considérons ici 10 points de mesures répartis de 0
a 1, les matrices sont alors les suivantes :

r1 1
T 1

x=1|"" et5:<a>
: : b
T10 1

Nous prendrons les valeurs suivantes : a = —4 et b = 4. Les mesures sont générées a partir de
la relation 10 auquel on a rajouté un bruit normal de 15%. Les résultats sont présentés sur la figure
(?), nous obtenons les coefficients suivants :

5= -3,73
3,72
A noter que ces valeurs ne sont pas rigoureusement égales a celles qui ont servies a générées
les mesures. L'ajout du bruit provoque une certaine incertitude lors de l'identification des mesures.

Ceci illustre donc la nécessité de minimiser le bruit de mesure afin de garantir une identification
fiable des parametres. La méme démarche peut étre réalisée pour tous les polyndme d’ordre n.
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FIGURE 1 — Résultats de I'optimisation de I'équation 4 avec les mesures par la méthode des
moindres carrés.

3 Meéthode de la plus grande pente

3.1 Présentation générale

La section précédente vient de présenter comment la méthode des moindres carrés permettait
le calcul des coefficients de polynémes, c’est-a-dire dans les cas linéaires. Nous nous intéressons
maintenant aux lois non-linéaires par rapport aux parametres. Prenons la loi suivante, possédant n
coefficients a déterminer :

y = f(a", ) (11)

Nous cherchons ici & obtenir les coefficients a™ d’aprés les données Y. Le critére au sens des
moindres carrés s’écrit toujours :
1~
J=ZI¥=Y.(8) (12)

Nous cherchons donc a trouver les paramétres a™ qui minimisent le critére J, soit :
B = Argmin(J) (13)
Ou 3 est le vecteur paramétre. lls sont obtenus pour :
V. =0 (14)

La méthode consiste donc a identifier le vecteur 3 vérifiant I'équation 14. Il est déterminé par itéra-
tion de la maniére suivante :
(B = (B)" + royyd” (15)

Ou d* est la direction de descente et r’gpt la profondeur de descente optimale. Léquation 15 vérifie
donc :

JE < (16)



Dans le cas de la méthode de la plus grande pente, la direction de descente correspond a
la direction opposée du gradient, et la profondeur de descente est la longueur optimale dans la
direction d*. Nous obtenons ainsi :

&"=-VgJ=| % (17)

r* se détermine ainsi :

rh = Argmin(J((8)" + r¥.d*)) (18)
Lidentification de la profondeur de descente revient a effectuer une optimisation monodimension-
nelle. Celle-ci peut étre effectuée au moyen des méthodes classiques de la dichotomie, de Newton
ou encore du point fixe.

3.2 Exemple d’application

A terminer...
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